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KATA PENGANTAR

Puji syukur kehadirat Allah SWT atas rahmat dan karunia-Nya
sehingga buku yang berjudul “Analisis Real’ dapat terselesaikan
dengan baik. Buku ini berisi tentang materi pada mata kuliah Analisis
Real. Dalam buku ini akan dibahas materi pengantar dan dasar pada
mata kuliah Analisis Real.

Buku ini dibuat untuk menyelesaikan problematika yang
berkaitan dengan mata kuliah Analisis Real. Buku ini diharapkan
dapat bermanfaat bagi pembaca

Penyusun menyadari bahwa pembuatan buku ini tidak akan
lepas dari kekurangan. Pembaca dapat memberikan kritik dan saran

yang bersifat membangun untuk penyempurnaan karya selanjutnya.

Salam,

Penyusun
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BAB 1
HIMPUNAN DAN FUNGSI

A. Himpunan dan Fungsi

Jika elemen x ada pada himpunan A, maka bisa ditulis x € A atau bisa
dibaca x anggota A.

Jika elemen x tidak pada himpunan A4, maka bisa ditulis x ¢ A atau bisa
dibaca x bukan anggota A.

Jika setiap elemen himpunan A termasuk pada himpunan B, maka dapat
dikatakan bahwa A himpunan bagian B atau dapat disimbolkan A € B
atau B 2 A.

Kita mengatakan bahwa himpunan A merupakan himpunan bagian sejati
dari himpunan B jika himpunan A merupakan himpunan bagian dari
himpunan B dan paling tidak ada satu elemen B yang tidak terdapat pada

himpunan A, kadang-kadang kita menuliskan sebagai A c B.

Definisi

Himpunan A dan B dikatakan sama dan dituliskan dengan A = B, jika

himpunan A dan B memiliki elemen yang sama.

Untuk membuktikan bahwa himpunan A dan B sama, maka harus
ditunjukkan bahwa A € B dan B € A.

Suatu himpunan didefinisikan dengan mendaftar anggota-anggota
himpunan atau dengan menyebutkan sifat-sifat yang menunjukkan
anggota-anggota himpunan.

Simbol := sering digunakan pada penotasian himpunan. Simbol := berarti

bahwa simbol di ruas kiri didefinisikan oleh simbol di ruas kanan.
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e Himpunan bilangan asli disimbolkan dengan N := {1, 2,3, ... }.
e Himpunan bilangan bulat disimbolkan dengan Z:
{0,1,-1,2,-2,3,-3...}.

e Himpunan bilangan rasional disimbolkan dengan Q := {%:m,n €
Z dann # O}.

e Himpunan bilangan real disimbolkan dengan R.

Contoh:

— Himpunan {x € N:x? —3x+2 =0} memuat bilangan asli yang
memenuhi persamaan kuadrat. Karena solusi persamaan kuadrat tersebut
hanya x = 1 dan x = 2, maka kita bisa mendenotasikan himpunan di atas
secara lebih sederhana dengan {1, 2}.

— Suatu bilangan asli n merupakan bilangan genap jika berbentuk n = 2k;
k € N. Himpunan bilangan asli genap dapat dituliskan dengan {2k : k €
N} atau {n € N: n = 2k, k € N}. Sedangkan himpunan bilangan asli
ganjil dapat dituliskan dengan {2k — 1 : k € N}.

Operasi Himpunan

Definisi

e Gabungan (union) himpunan A dan B adalah himpunan AUB :=
{x : x € A atau x € B}.

e Irisan himpunan A dan B adalah himpunan AN B := {x : x € Adanx €
B}.

e Komplemen himpunan B relativ ke himpunan A adalah himpunan A \ B :
= {x:x€Adanx ¢ B}.
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A\B [
Teorema
Jika A, B, C merupakan himpunan, maka
a. AN(BUC)=(A\B)N(A\ )
b. AN(BnC)=(\B)U@\O0)

Bukti:
Akan dibuktikan A\ (BUC) =(A\B) N (A \ C).
Untuk membuktikan A\ (B UC)=((A\B)N(A\C), maka harus
ditunjukkan bahwa A\ (BUC) < (A\B)N(A\C) dan (A\B)N(A\
C)c A\ (BUC).
(=) Akan ditunjukkan A\ (BUC) € (A\B) N (A\ C)

Ambil sebarang x € A\ (B U C)

Jikax € A\ (B U (), maka x di A, tetapi x tidak di B U C atau x di 4,

tetapi x tidak di B maupun C.
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Sehingga, x di A, tetapi tidak di B dan x di A, tetapi tidak di C atau x €
A\ B dan x € A\ C. Hal ini menunjukkan bahwa x € (A\ B) N
A\ O)
A\BUC)S(A\B)NA\ODC)..(*)
(=) Akan ditujukkan (A\ B) N (A\C) S A\ (BU )
Ambil sebarang x € (A\ B) N (A \ C)
Jikanx € (A\B)N(A\C), makax e A\Bdanx € A\ C.
Sehingga, x € A, tetapix ¢ Bdanx ¢ Cataux € Adanx € B U C.
Hal ini menunjukkan bahwa x € A\ (B U C)
(A\B)N@A\NCO SA\NBUO)..(*)
Berdasarkan (*) dan (**), maka A\ (BUC) = (A\B) N (A\ ().

Hasil Kali Cartesian

Definisi

Jika himpunan A dan B bukan himpunan kosong, maka hasil kali Cartesian
A X B dari himpunan A dan B adalah himpunan pasangan terurut (a,b)
dengan a€ A dan b € B atau dapat disimbolkan dengan A X B:=
{(a,b):a € A,b € B}.

Contoh:

Jika A=1{1,2,3} dan B ={1,5}, maka himpunan AXB =
{(1,1),(1,5),(2,1),(25),3,1, 3,5}

Definisi
Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B adalah aturan korespondensi yang
memasangkan setiap x anggota himpunan A dengan tepat satu f(x) anggota

himpunan B.
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e Misalkan A dan B suatu himpunan, maka fungsi dari himpunan A ke
himpunan B adalah himpunan f dari pasangan terurut di A x B sedemikian
sehingga untuk setiap a € A ada tepat satu b € B dengan (a,b) € f.
(Dengan kata lain, jika (a,b) € fdan (a,b") € f, makab = b’)

e Himpunan A yang merupakan elemen pertama dari fungsi f disebut
sebagai domain f dan dinotasikan dengan D(f). Himpunan semua
elemen kedua dari fungsi f disebut sebagai range f dan dinotasikan
dengan R(f).

Catatan: Meskipun D(f) = A, tetapi R(f) € B.

Notasi f: A = B sering digunakan untuk mengindikasikan bahwa fungsi f

merupakan fungsi dari A ke B atau fungsi f memetakan A ke B.

Jika (a, b) adalah anggota f, maka dapat dituliskan bahwa b = f(a) atau

dapat dikatakan bahwa b adalah nilai f di a.

Peta dan Invers

Definisi

Misal f:A - B merupakan fungsi dengan domain D(f) = A dan range

R(f) € B.

Jika E adalah himpunan bagian dari himpunan A, maka peta E di bawah

fungsi f adalah f(E) < B dengan f(E) = {f(x):x € E}.

e Jika himpunan H € B, maka invers H di bawah fungsi f adalah
f~Y(H) € A yang diberikan oleh f~1(H) := {x € A: f(x) € H}.

e Jika E € A, maka sebuah titik y;, € B adalah peta dari f(E) jika dan

hanya jika paling tidak ada satu titik x, € E sedemikian sehingga y; =

f(x0).
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e Jika H € B, maka sebuah titik x, € f~1(H) adalah invers di f~1(H) jika
dan hanya jika y, = f(x,) elemen H.

Contoh:

Misalkan f:R — R didefinisikan dengan f(x) = x2, maka peta dari
himpunan E = {x:0 < x < 2} adalah himpunan f(E) = {y:0 <y < 4}.
Jika G == {y:0 <y < 4}, maka invers dari himpunan G adalah himpunan
f71(G) = {x: —2 < x < 2}, sehingga f~1(f(E)) # E.

Dengan kata lain, f(f~%(G)) = G. Tetapi, jika H:= {y:—1<y <1},
maka kita punya f(f1(H)) = {y:0 <y < 1} # H.

Jenis-jenis Fungsi

Definisi

Misal f: A — B merupakan fungsi dari himpunan A ke himpunan B.

e Fungsi f dikatakan injektif (fungsi satu-satu) jika x; # x,, maka f(x;) #
f(x;). Jika fungsi f merupakan fungsi injektif, maka fungsi f dikatakan
sebagai suatu injeksi.

Untuk membuktikan bahwa fungsi f merupakan fungsi injektif, maka
harus dibuktikan bahwa untuk setiap x;,x, € A berlaku jika f(x;) =
f(x;), maka x; = x,.

e Fungsi f dikatakan surjektif (pemetaan A onto B) jika f(A) = B yaitu

jika R(f) = B. Jika fungsi f merupakan fungsi surjektif, maka fungsi f

dikatakan sebagai suatu surjeksi.
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Untuk membuktikan bahwa fungsi f merupakan fungsi surjektif, maka
harus dibuktikan bahwa untuk setiap b € B maka paling tidak ada x € A4,
sedemikian sehingga f(x) = b.

e Jika fungsi f injektif dan surjektif, maka fungsi f dikatakan bijektif. Jika
fungsi f merupakan fungsi bijektif, maka fungsi f dikatakan sebagai

suatu bijeksi.
Fungsi Invers

Definisi

Misal f: A - B merupakan bijeksi dari himpunan A onto B, maka g: =
{(b,a) e BxA: (a,b) € f} adalah suatu fungsi B into A. Fungsi ini
disebut sebagai fungsi invers dari fungsi f dan dinotasikan dengan f~1.
Fungsi £~ disebut sebagai invers dari fungsi f.

Hubungan antara fungsi f dengan f~1 adalah D(f) = R(f~1) dan R(f) =
D(f™H).

Komposisi Fungsi

Definisi

Jika f:A— B dan g:B — C dan jika R(f) € D(g) = B, maka fungsi
komposisi g o f adalah fungsi dari A into C yang didefinisikan dengan
(g ° £)(x) = g(f(x)) untuk setiap x € A.

Contoh:

Misalkan fungsi f dan g merupakan fungsi yang memiliki nilai di x € R

yang diberikan oleh f(x): = 2x dan g(x): = 3x? — 1.
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Karena D(g) = R dan R(f) € R = D(g), maka domain D(g » f) = R. dan
fungsi komposisi g o f diberikan oleh (g o f)(x) = 3(2x)? — 1 = 12x? —
1.

Domain komposisi fungsi fog juga R dan (fog)(x) =2(Bx%2—-1) =
6x2 — 2.

Jadi, dalam hal ini didapat kesimpulan bahwa g o f # f o g.

B. Induksi Matematika

1.2.1 Sifat Urutan Baik dari N

Setiap himpunan bagian tak kosong dari N memiliki paling tidak satu elemen
terkecil.

Pernyataan yang lebih detil dari sifat ini adalah jika S himpunan bagian dari
N dan jika S # @, maka paling tidak ada m € S sedemikian sehingga m < k

untuk semua k € S.

1.2.2 Prinsip Induksi Matematika
Misalkan himpunan S merupakan himpunan bagian dari N yang memenubhi
dua sifat, yaitu:
1. Bilangan1 €S
2. Untuk setiap k € N, jikak € S, makak+1€ S
maka S = N

Bukti:
Diketahui:
e SCN
e 18§
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e Untuksetiapk € N, jikak € S,makak+1€S

Akan dibuktikan: S = N?

Bukti:

e Andaikan S # N, maka himpunan N\ S bukan himpunan kosong,
sehingga dengan sifat urutan baik diketahui bahwa N\ S mempunyai
elemen terkecil m.

o Karenal €S, makam > 1.

e Tetapim—1 € N.

e Karena m — 1 < m, dan m merupakan elemen terkecil di N sedemikian
sehinggam & S, makam — 1 € S.

e Karenak:=m—1€S, makak+1=(m—-1)+1=mEeS.

e Pernyataan m € S kontradiksi dengan yang diketahui bahwa m & S. Hal

ini berarti bahwa pengandaian salah, yang benar S = N.

Prinsip induksi matematika dapat diformulasikan sebagai berikut.

Untuk setiap n € N, misalkan P(n) merupakan pernyataan dalam n, maka
berlaku pernyataan berikut: Jika

1. P(1) benar

2. Untuk setiap k € N, jika P(k) benar, maka P(k + 1) benar.

Maka P(n) juga benar untuk semuan € N.

1.2.3 Prinsip Induksi Matematika (versi kedua)

Misalkan n € N dan P(n) merupakan pernyataan yang berlaku untuk setiap
bilangan asli n > n,. Misalkan bahwa jika:

1. Pernyataan P(n,) benar

2. Untuk setiap k = n,, kebenaran pernyataan P(k) mengimplikasikan

kebenaran pernyataan P(k + 1).
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Maka P(n) benar untuk semua n > n,.

Contoh:

Buktikan bahwa pernyataan 1+2+--+n= %n(n + 1) berlaku untuk

setiap n € N!

Jawab:

1. Akan dibuktikan pernyataan 14+ 2 + -4+ n = %n(n + 1) benar untuk

10

n=1
1=§.1.(1+1)

1
1=-.1.(2)
1=1

Pernyataan di atas berlaku untuk n = 1.

Diasumsikan pernyataan 1+ 2 + -+ n = %n(n + 1) benar untuk n = Kk,
akan dibuktikan bahwa pernyataan di atas berlaku untuk n = k + 1
Diasumsikan pernyataan 1+ 2 + ---+n = %n(n + 1) benar untuk n = Kk,
maka berlaku

142+ +k=k(k+1)

Kedua ruas ditambah dengan k + 1

142+ +k+k+1)=k(k+1) + (k+1)

142+ +k+(k+1) =2k +-k+(k+1)

142+ +k+k+1)=2k3+>k+1

142+ +k+k+1)=2k3+>k+1

142+ +k+k+1)=2k3+>k+1

Analiscs Real



142+ +k+k+1) =k + 1)k +2)

Pernyataan 14+ 2+ -4+ n = %n(n + 1) berlaku untukn = k + 1
Berdasarkan pernyataan 1 dan 2, maka dapat disimpulkan bahwa

pernyataan 1 + 2+ -+ n = %n(n + 1) berlaku untuk semuan € N.

1.2.5 Prinsip Induksi Matematika Kuat

Misalkan himpunan S merupakan himpunan bagian dari himpunan N

sedemikian sehingga jika:

1.
2.

1€S
Untuk setiap k € N, jika {1,2,...,k} € S,makak + 1 € S
Maka berlaku S = N.

Contoh :

2
Buktikan bahwa 13 + 23 + -+ n3 = (%n(n + 1)) untuk setiap n € N!

C. Himpunan Terbatas dan tak Terbatas

Definisi 1.3.1

a.
b.

Himpunan kosong @ memiliki O elemen.

Jika n € N, suatu himpunan S dikatakan memiliki n elemen jika ada
bijeksi dari himpunan N, := {1, 2, ..., n} onto S.

Suatu himpunan S dikatakan terbatas jika himpunan S merupakan
himpunan kosong atau memiliki n elemen dengan n € N.

Suatu himpunan S dikatakan himpunan tak terbatas jika himpunan

tersebut tidak terbatas.
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